
Московский Государственный Университет 
имени М.В.Ломоносова

Химический факультет

Утверждено учебно-методической 
комиссией химического факультета 

МГУ

Б.Л.Лемидович» В.Л.Моденов

МЕТОДИЧЕСКАЯ РАЗРАБОТКА ПО КУРСУ 

"УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ"

СИздание П» дополненное)

Ответственный редактор 
доцент А.М.Подосуев

Москва-19 7 6



ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОЕ МАНИТ)

Настоящая брошюра издается краткой методической разработкой 
по курсу " Уравнения математжческой физики*. В процессе работы 
над ней были использованы лекции Б.ПДемидовича, прочитанные ш 
в 1964/65 учебном году для студентов 3-го курса химического 
факультета МГУ, Материал лекций соответствует части программы 
курса высшей математики для химических факультетов университетов, 
относящейся к 17 семестру, и рассчитан на 2 часа лекций и I час 
упражнений в течение семестра.

В разработке изложены лишь основы теории, причем доказатель­
ства в некоторых местах для облегчения понимания даются не в 
строгой трактовке. В частности, остаются без исследования вопро­
сы сходимости рядов.

Во второе издание включен некоторый дополнительный материал, 
а также упражнения, при составлении которых был использован сбор­
ник В.П.Моденова, "Задачи до уравнениям математической физики". 
Изд-во хим. фак-та МГУ, 1964 г. При нумерации формул указывают­
ся номер параграфа и номер формулы, например (3.2). Это вторая 
формула из § 3.
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для нечетнойнечетной функш

участ к е
' . Для разложения этой функции в ряд Фурье,ее надо 

продолжить на промежуток - -^jLCCZ-O . Это можно сделать раз­
личными способами. Например,эту функции можно разложить в про­
межутке ) как в рад вида (2.10)по косинусам кратных дуг 
с коэффициентами (2.II), так и ряд вида (2.13) по синусам крат­
ных дуг с хоэффщиентамя (2.12). Оба эти ряда внутри промежут­
ка (0 9 & ) будут иметь суммой функцию у  [X) или среднее ари­
фметическое в точках разрыва. Но вне промежутка они будут пред­
ставлять совершенно различные функции: ряд по косинусам даст 
функцию, получающуюся из /  (ж) четным продолжением в соседний 
промежуток ( - ^  О ),а затем периодическим продолжением с перио­
дом Т = 2</ вне промежутка ). Ряд по синусам даст функ­
цию, получащуюся нечетным продолжением функции •/(<£) в сосед­
ний промежуток (•- & ,  О ) и затем периодическим продолжением с 
периодом Т -  2 Л  вне промежутка ( - £  , Л  ).

Итак,функцию у- (<#), заданную на промежутке ( можно
разложить бесчисленным множеством способов в зависимости от спо­
соба продолжения ее в отрицательную область. В частности,ее мож­
но разложить в ряд косинусов (четное продолжение) или в ряд си­
нусов (нечетное продолжение).

7. Понятие о разложении в ряд фуоье непериодических
Фу н к ц и й

чес шального
соотношения

-  10 -

t

























-  22



Порядок старшей производной,входящей в дифференциальное урав­
нение ,называется порядком этого уравнения.

В математической физике наиболее часто встречаются дифферен­
циальные уравнения второго порядка. Основными из них являются: 
равнение колебаний струны а
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дставляя значения производных из (3.3) в уравнение (3.1),полу-

Отсюда следует инвариантность типа уравнения при преобраз 
яии переменных.
Таким образом,цри невырожденной замене независимых переме̂- 

х в линейном дифференциальном уравнении не меняется:
1) порядок уравнения,
2) линейность,
3) тип уравнения.

2. Характеристики уравнения

Под характеристическим семейством кривых понимается однопа- 
иетрическое семейство,обладающее тем свойством,что если пара- 
гр семейства принять за новую криволинейную координату,то в
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2. Задача Г у р с а

Рассмотрим задачу с данными на характеристиках. Эту краевую 
задачу называют задачей Гутэса. Она встречается,например,при изу­
чении процессов сорбции и десорбции газов,процессов сущки : оз- 
душным потоком,прогревания трубы ютоком воды и многих друг тх 
задач.



Формула (4.14) представляет в явной аналитической форме 
шение поставленной задачи Гурса для простейшего уравнения (4J 
Кз нее непосредственно следует единственность и существование' 
решения этой задачи.
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Упражнения к главе П.











-  40 -









- 44 -

Уравнение (5.4),как показало выше, имеет бесчисленное мнсня 
жество решений. Поэтому для однозначной характеристики процесс» 

колебаний необходимо к уравнению присоединить некоторые дополЛ 
тельные условия,вытекающие из физического смысла данной задачи* 
Эти условия могут быть весьма разнообразными. В простейшем слуг 
чае,как и в динамике точки, задается положение и скорость точек' 
струны в начальный момент времени:



Эти условия, которым должно удовлетворять ревение %  ( ОС7 ) при 
=га 0, называются начальными условиями -
Далее, если струна ограничена, то необходимо задать условия 

яа ее концах. В частности, для струны,концы которой СС = 0 и 
X  = £  закреплены,

М ' ( о , - Ь ) =  о ; £ )  — О  (5.8)

при всяком - Ь ^ о  . Условия (5.8) называются граничными усло­
виями. Возможны и другие типы граничных условий.

Таким образом, физическая задача о колебаниях струны, закреп­
ленной на концах, свелась к следующей математической задаче: 
найти решение 'IC ( ОС, £  ) уравнения (5.4) .удовлетворяющее 
начальным условиям (5.7) и граничным условиям (5.8). Это так на­
зываемая смешанная краевая задача для уравнения колебаний.К ней 
также можно прийти при изучении одномерных колебаний идеального 

газа или одномерных продольных колебаний стержня.

2. Замечание о "корректно поставленных" задачах

Математическое описание физического процесса начинается с 
постановки задачи, т.е. с вывода уравнения и формулирования ус­

ловий, достаточных для однозначного определения этого процесса.

Эти дополнительные условия, называемые данными задачи, должны 
обеспечить ей физическую определенность. Чаще всего данными за­
дач? являются начальные условия, т.е.- условия в некоторый момент 

времени, с которого начинается изучение физического процесса и 
граничные условия, т . е .  условия на границе области, в которой 
ищется решение. В поставленной выше задаче о колебаниях струны 

это условия (5,7) и (5.8).
Математическая задача, соответствующая физическому явлению, 

Должна удовлетворять следующим трем требованиям: I )  решение дол­
жно существовать; 2) решение должно быть единственным; 3) реше­
те должно непрерывно зависеть от данных задачи (требование ус­

тойчивости), т.е. малым изменениям любого из данных задачи долж­
ны соответствовать малые изменения решения.

Задача, удовлетворяющая всем трем требованиям, называется 

&рг>ектд9 поставленной задачей.
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Первое и второе требования означают, что ореди данных зада­
чи нет противоречащих друг другу и их достаточно для выделения
единственного решения.

Третье требование необходимо, чтобы математическая задача 
правильно описывала наблюдаемые физические явления. В действи­
тельности данные задачи нельзя считать строго фиксированными, т, 
к. они (особенно экспериментально полученные) всегда заданы в 
некоторых пределах точности. Поэтому необходимо, чтобы малая по­
грешность в данных приводила к малой неточности в решении. Это 
требование "устойчивости" имеет существенное значение также для 
приближенных методов.

Мы будем рассматривать только классические корректно пост* 
ленные задачи. Однако,следует заметить, что это далеко не един-* 
ственные задачи, правильно отражающие физические явления. Имеют­
ся примеры задач, которые "некорректно поставлены". Их исследо­
ванию, особенно в приближенных вычислениях, в последнее время 
уделяется большое внимание.

3. Задача Коши для неограниченной с т р у н ы . Формул
Дадамбева

Корректность задачи. Физическая интерпретация

Рассмотрим задачу с начальными условиями для неограниченно! 
струны: найти решение /U ( X , ' t )  уравнения

?  #  _  ^  _
'tX*' * (5.9)

с начальными условиями: -и ( X ,  о )  = < ?(х) 1
^  ( х ,  о )  =  Щ х )У  •=",( 5 ■ га)

где Ф (Х ) , 9 (Х)  - достаточно гладкие заданные функции.
Эту задачу называют задачей Коди.
Приведем уравнение колебаний струны (5.9) к ввду, допус! 

щему непосредственное интегрирование. Возьмем в качестве новых 
независимых переменных характеристики уравнения (5.9)
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Теорема. Обобщенный полином с коэффициентами Фурье наилучшим об*» 
разом в среднем аппроксимирует данную функцию. 

Доказательство. Докажем, что среднее квадратичное отклонение 
(8.8) будет минимально, если выбрать коэффициенты аппроксимирую­
щего полинома (8.7) равными коэффициентам Фурье (8.9), т.е.





Итак,система ортогональных функций является полной тогда и 
только тогда, если для каждой кусочжо-нерерывной функции выпол­
няется равенство Парсеваля. Например, полную систему образуют 
тригонометрические функции, для которых справедлива следующ ая 
теорема.
Теорема Ляпунова» Основная тригонометрическая система функций 
(2.1) является полной на любом промежутке» равном общему пе - 
риоду функций.

Для любой системы ортогональных и нормированных функц и й 
ив формулы (8.15) следует неравенство

-  НО -







Р(эс) = £  + £х.
9. Обработка результатов наблюдений по 

способу наименьших квадратов

Предположим, что в результате эксперимента, мы получили ряд 
точек (рис. 22)* которые определяют некоторую функциональную за-
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Г
Поэтому будем искать эмпирическую формулу в виде

Для получения нормальной системы способа наименьших квадратов 
составим таблицу:







ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ ГЛАВЫ П
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